


ЙϠϝϧЯЮ ϣуϠϽЧϦ ϣгуЦ ϸϝϯтъ ̭ϝУуϧЂъϜ аϹϷϧЃжf  ϣГЧзЮϜ ϹзКx буЧЮϜ еуϠ ϣЛЦϜнЮϜ  

x1,ὼ2ΣΧΣὼὲ сЯЊъϜ ЙϠϝϧЮϜ ϣТϽЛв дмϸ f 

 еуУзЊ пЮϜ ̭ϝУуϧЂъϜ бЃЧт 

¶  ев ϣжнЫв ϣКнгϯв ϝзтϹЮ еЫϧЮ :аϝЛЮϜ ̭ϝУуϧЂъϜn+1   ̭ϝУуϧЂъϜ Ϝϻк ϹгϧЛт ϻϚϹзК ϣГЧж 

 ϣϮϼϹЮϜ ев ϣтϸмϹϲ ϸϝϯтϜ пЯК  n  АϝЧзЮϜ ЙугϮ ев ϣтϸмϹϳЮϜ иϻк сзϳзв Ͻгт ϩуϳϠ 

ϝϠϻϠϻϧв аϝЛЮϜ ̭ϝУуϧЂъϜ ϣтϸмϹϲ дϝуϠ ЭЛϯт ϝв Ϝϻкм ϣЎмϽУгЮϜ 

 

ϣвϸЧв 



 
 
 

 

 

¶  ев ϣтϸмϹϲ ̭ϝзϠ пЯК ̭ϝУуϧЂъϜ Ϝϻк ϹгϧЛт : сЛГЧЮϜ ̭ϝУуϧЂъϜ

 ϣвнЯЛгЮϜ ϤϝжϝуϡЮϜ АϝЧж ев ϬмϾ ЭЪ еуϠ ϝужϸ ϣϮϼϸ 

̭ϝУуϧЂъϜ пЯК ЭЋϳзТ пЮмъϜ ϣϮϼϹЮϜ ев ϣтϸмϹϲ аϹϷϧЃж ϹЦ 

 ЭЋϳж ϣужϝϫЮϜ ϣϮϼϹЮϜ ев ϣтϸмϹϲ ϝзвϹϷϧЂϜ ϜϺϜм ̪сЛГЧЮϜ сГϷЮϜ

 сЛуϠϽϧЮϜ ̭ϝУуϧЂъϜ пЯК 

 пЯК ЭЋϳж ϣϫЮϝϫЮϜ ϣϮϼϹЮϜ ев ϣтϸмϹϲ ЭϮϜ евметыϡЂ ̭ϝУуϧЂϜ 

сϡуЛЫϧЮϜЁЯвъϜ сзϳзгЮϜ ϝзуГЛт йжъ ЭЏТъϜ ̭ϝУуϧЂъϜ нкм  

 ϣЧϠϝЃЮϜ ̭ϝУуϧЂъϜ Ϥϝузϳзв ЭЪ еуϠ ев 

 



 сϠтЛЪϦЮϜ дтыϠЂ ̭ϝУтϦЂϜ 

 ϝзтϹЮ йжϜ ЌϽУзЮn           ϣГЧж Τ ƛҐмΣнΣΧΣƴ (ὼὭ,ώὭ)  

 ϩуϲмx1<ὼ2ғΧғὼὲ  ϣуϡуЛЫϦ ЙϠϜнϦ ̭ϝзϠ еЫгт ϻϚϹзКὛi (x)  Ьϝϯв ЭЪ пЯК 

 [ὼὭ1 , ὼὭ]м ϭϦϝзЮϜ сЛГЧЮϜ сзϳзгЮϜ днЫт ϩуϳϠ Y=S(x)  ЬмъϜ ХϧЇгЮϜ ев ыЪм

 Ьϝϯв ϽϡЪϒ пЯК ϜϽгϧЃв йЮ сжϝϫЮϜм[ὼ1,ὼὲ] 

  ϣтϼϜϽгϧЂϜ дϜὛᴂ(x) ЙϠϝϧЮϜ дϝуϠ дϜ сзЛϦ Y=S(x)  Ϣϸϝϲ ϝтϜмϾ рнϳтъ 

 ϣтϼϜϽгϧЂϜмὛᴂᴂ(x)  ϣГЧж ЭЪ ϹзК РϽЛв ̭ϝзϳжъϜ ϽГЦ СЋж дϜ сзЛϦ 

 сЯт ϝв пЮϜ ЭЊнϧж дϺϜ 



 
 
 

- 1- сЮϝϧЮϜ ЭЫЇЮϜ йЮ днЫуЂ етыϡЂ ЙϠϝϦ  

S(x)=

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ

 

Ὓ1 ὼ          ;    ὼɴ ὼ1 ,ὼ2 

Ὓ2 ὼ            ;   ὼɴ [ὼ2 ,ὼ3]
. .
. .

Ὓὲ 1 ὼ   ;    ὼɴ [ὼὲ 1 ,ὼὲ ]

                         

ϩуϳϠ 

Ὓi (x)= ὥὭ(ὼ ὼὭ )
3+ὦὭ(ὼ ὼὭ)

2+ ὧὭ(x-ὼὭ)+ὨὭ       ;  iҐмΣнΣΧΣƴ-1    (1)               

-2 -: ϣуϦцϜ ЈϜнϷЮϝϠ Йϧгϧт етыϡЂ ЙϠϝϧЮϜ 

S(ὼὭ)=yi  ; i=1,2,..n   - A-  ЙϠϝϧЮϜ дϜ сзЛт ϜϻкмS(x) ϣвнЯЛгЮϜ ϤϝжϝуϡЮϜ АϝЧж ЙугϮ сТнϧЃт 

- B- ὛὭ1(ὼὭ)=ὛὭ(ὼὭ)  дϜ сзЛт Ϝϻкм S(x)  ЬϝϯгЮϜ пЯК ϽгϧЃв[ὼ1,ὼὲ] 

-C- Si 1
ᴂ (ὼὭ)=ὛὭ

ᴂ(ὼὭ)  дϜ сзЛт Ϝϻкм Ὓᴂ(x) ЬϝϯгЮϜ пЯК ϽгϧЃв [ὼ1,ὼὲ] 

-D- Ὓi
ᴂᴂ(ὼὭ) Ὓi 1

ᴂᴂ(ὼὭ)= дϜ сзЛт Ϝϻкм Sᴂᴂ(x)ЬϝϯгЮϜ пЯК ϽгϧЃв [ὼ1,ὼὲ] 



 
 
 

:етϽгϦ ϥϠϜнϫЮϜ буЦ ϹϮмϒ θ,,,сϦъϜ ЙϠϝϧЮϜ днЫт сЫЮ  

S(x)=
Ὓ1 ὼ =ᶿὼ³ ὼ² + ὼ+ ;   0 ὼ 1 

Ὓ2 ὼ = ὼ³ + ὼ² ὼ+ 3 ; 1 ὼ 2
 

етыϡЂ ЙϠϝϦ  

:ЭϳЮϜ дϜ ϽϡϧЛжS(x) ϣЧϠϝЃЮϜ ЈϜнϷЮϜ ХЧϳт дϜ ϟϯт ϻϚϹзК етыϡЂ ЙϠϝϦ  

 дϜ ϣЗϲыв Йвὼ1=0 ,  ὼ2=1 ,  ὼ3=2          

 ϣЦыЛЮϜ ев ϝзтϹЮ(1)      ὛὭ(ὼὭ)=ὨὭ ЭϮϜ егТ  ̪ i=2 Ϲϯж  

S2(ὼ2)=Ὠ2=3  еЫЮ   ̪ὼ2=1                  +3=3     - -1+ 

                1=- 

ϣужϝϪ ϣлϮ евSi  (ὼὭ)     Ὓi 1(ὼὭ)= ЭϮϜ евм ̪ i=2  ϹϯжὛ1(ὼ2)  Ὓ2(ὼ2)= 

 3=θ ++  1                      ᶿ++  4 = 0 

 

          



 
 
 

 

 

:  ϝзтϹЮ ϣϫЮϝϪ ϣлϮ евὛi
ᴂ(ὼὭ)= ὛὭ1

ᴂ (ὼὭ) ЭϮϜ евм  i=2  Ϲϯж 

S2
ᴂ(ὼ2)=Ὓ1

ᴂ(ὼ2)             = 3 2 + -2+3- 

               = 1  2 +2 - 3 

 ϝзтϹЮ ϜϽу϶ϒмὛi 1
ᴂᴂ(ὼὭ)=ὛὭ

ᴂᴂ(ὼὭ)  ЭϮϜ евм  i=2 Ϲϯж  

S2
ᴂᴂ(ὼ2)=Ὓ1

ᴂᴂ(ὼ2)            6ᶿ 2 =-6+2 

             3ᶿ = 2  

пЯК ЭЋϳж ϣЧϠϝЃЮϜ ϤъϸϝЛгЮϜ ЭϳϠ 

    θ =
1

3
  , ɼ= 2  ,   ɾ= 3  , ɿ=

5

3
  

 

  



 дтыϠЂ ЙϠϝϦЮϜ ̭ϝжϠ 
  ϤывϝЛгЮϜ ϸϝϯтϜ ϟЯГϧт сϡуЛЫϧЮϜ етыϡЂ ЙϠϝϦ ̭ϝзϠ дϜ    ai ,ὦὭ,ὧὭ ,ὨὭ  ϩуϲƛҐмΣнΣΧΣƴ-1 

 ФϽУЮϜ дϜ ЌϽУзЂм ϣЧϠϝЃЮϜ ϣЛϠϼъϜ ЈϜнϷЮϜ пЯК ЩЮϺ сТ ϹгϧЛзЂм  еуϧгуЦ рϜ еуϠ

̮Ю еуϧуЮϝϧϧвx  рϜ ̪ ϥϠϝϪ h=ὼὭ ὼὭ1ϥϠϝϪ ϼϜϹЧв  

 :ъмϜХϧЇзЮ  ϣЦыЛЮϜ(1) Ϲϯж 

Si
ᴂ(x)=3ὥὭ(x-ὼὭ)² + 2ὦὭ(x-ὼὭ)+  ὧὭ  Τ ƛҐмΣнΣΧΣƴ-1 

¶  ЭϮϜ евмὼὭ      x= Ϲϯж  Si  
ᴂ(xi )= ὧὭ    

дϜ ϝгЪὛi 1
ᴂ (x)=3ὥὭ1(ὼ ὼὭ1)²+  2ὦὭ1 ὼ ὼὭ1 + ὧὭ1;Ὥ= 2,3,ȣ,ὲ  

¶  ЭϮϜ евx = ὼὭ        Ϲϯж 

 Ὓi 1
ᴂ (ὼὭ)=3ὥὭ1(xὭ ὼὭ1)²+  2ὦὭ1 ὼὭ ὼὭ1 + ὧὭ1  



 
 
 
 

 

 

 Ϲϯж ϝзЎϽТ ев ϢϸϝУϧЂъϝϠSi 1
ᴂ xi = 3 ὥὭ1h² + 2ὦὭ1Ὤ  + ὧὭ1            : 

ϣЊϝϷЮϜ пЯК ϸϝгϧКъϝϠм C дϜ Ϲϯж 

ὧὭ = 3ὥὭ1 Ὤ² + 2ὦὭ1Ὤ+ ὧὭ1;Ὥ= 2,3,ȣ,ὲ-1      (2) 

:ϝужϝϪ) ϣЦыЛЮϜ ХϧЇзЮ1Ϲϯж ϣужϝϪ ϢϽв( 

Si
ᴂᴂx = 6ὥὭ(x ὼὭ)+2ὦὭ  

¶ ЭϮϜ ев   x=ὼὭ           ϹϯжƛҐмΣнΣΧΣƴ-1 ; Si
ᴂᴂ(ὼὭ) = 2ὦὭ 

Si+ 1
ᴂᴂ(ὼὭ+ 1) = 2bi+ 1 ; i = 0,1,ȣn-2                           

¶  ЭϮϜ евx=ὼὭ+ 1 Ϲϯж 2ὦὭ+ai (xi+ 1 xi ) Ὓi
ᴂᴂxi+ 1 = 6 

 ϝзЎϽТ ев ϢϸϝУϧЂъϝϠ xi+ 1 xi h= Ϲϯж   ὥih + 2bi       Ὓi
ᴂᴂxi+ 1 = 6 

  

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

 



 
 
 
 
 

 

 

 ϣЊϝϷЮϜ ев ϢϸϝУϧЂъϝϠD  } { Ὓi+ 1
ᴂᴂxi+ 1 = Si

ᴂᴂ(xi+ 1) 

 Ϲϯж2ὦi+ 1 = 6ὥὭὬ+ 2ὦὭ                   ὥi=
2ὦὭ+ 1 2ὦὭ

6Ὤ
 

ЙЎнϠƛҐмΣнΣΧΣƴ    Sᴂᴂ(xi )=άὭ ; дϜ ϝгϠм Sᴂᴂ(xi )=ὛὭ
ᴂᴂὼὭ = 2ὦὭ 

 йзвмάi = 2bi                      

                          3)(          bi =
άὭ

2
 

                  сЮϝϧЮϝϠм4)(     ὥi  = 
άὭ+ 1 άὭ

6Ὤ
  

 ϣЊϝϷЮϜ ев ϢϸϝУϧЂъϝϠA:S(ὼὭ)=ώὭ )  днЪм ( Ὠi=Ὓi (xi ) S(ὼὭ)=   

       di = yi         (5)                              

 ϤывϝЛгЮϜ ϞϝЃϳЮὧi   ϣЊϝϷЮϜ пЯК ϹгϧЛзЂ B  {Ὓi xi = ὛὭ1(ὼὭ)}      

    

 

 



 
 
  

 

 

 

 

 

 дϺϜὛi 1(xi )=ὨὭ    еЫЮм  

Ὓi 1(x)=ὥὭ1 ὼ ὼὭ1
3 + ὦὭ1 ὼ ὼὭ1

2 + ὧὭ1 ὼ ὼὭ1 + ὨὭ1 

йзвм 

Ὓi 1 xὭ=ὥὭ1 ὼὭ ὼὭ1
3 + ὦὭ1 ὼὭ ὼὭ1

2 + ὧὭ1 ὼὭ ὼὭ1 + ὨὭ1 

Ϲϯж ϝзЎϽТ пЮϜ ϢϸнЛЮϝϠ 

Ὓi 1 xὭ = ὥὭ1h³ +  ὦὭ1h² + ὧὭ1Ὤ +  ὨὭ1                        

  

ὥὭ1h³ +  ὦὭ1h² + ὧὭ1Ὤ +  ὨὭ1     ὨὭ=   

 йзвмdi+ 1 = ὥὭὬ³ + ὦὭὬ² + ὧὭὬ+ ὨὭ                

сЮϝϧЮϝϠм ὧὭὬ= ὥὭὬ³ ὦὭὬ² ὨὭ+ ὨὭ+ 1  

 пЯК буЃЧϧЮϝϠ   h ЍтнЛϦ ai ,bi ,diпЯК ЭЋϳж блгуЧϠ  

ci =
ώὭ+ 1 ώὭ

Ὤ

άὭ+ 1+ 2άὭ

6
Ὤ                            (6)                  

  

  

 



 
 

 

 

 

 ϤϝЦыЛЮϜ дϜ(3),(4),(5),(6) ϣЮъϹϠ ϤывϝЛгЮϜ ϸϹϳϦ άi ,yi сЮϝϧЮϜ ЭЫЇЮϝϠ  

ὥi =
άὭ+ 1 άὭ

6h
 ,ὦὭ=

άὭ

2
 ,ὨὭ= ώὭ, ὧὭ=

ώὭ+ 1 ώὭ

Ὤ

άὭ+ 1+ 2άὭ

6
h    )7( 

 ЭвϜнЛЮϜ ϸϝϯтϜ пЮϜ ϣϮϝϳϠ еϳж дϺϜάi  Τ ƛҐмΣнΣΧΣƴ   

 ϣЦыЛЮϜ пЯК ϹгϧЛзЂ ЩЮϻЮ2) ЭЪ ЌнЛжм ( i ̮Ϡi+1 

 



 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

ὧi+ 1 = 3aih² + 2bih + ὧὭ 

 ϤывϝЛгЮϜ ЍтнЛϧϠмὥi ,bὭ,ci   ϢϽу϶цϜ ϣЦыЛЮϜ сТ  

 ЭвϜнЛЯЮ ϣуϯтϼϹϦ ϣЦыК пЯК ЭЋϳжάi  Τ ƛҐмΣнΣΧΣƴ 

άi + 4άὭ+ 1 + άὭ+ 2 =
6

Ὤ²
(ώὭ  2ώὭ+ 1 +  ώὭ+ 2) 

 ϩуϲƛҐмΣнΣΧΣƴ-2 

 сЮϝϧЮϜ сТнУЋгЮϜ ЭЫЇЮϝϠ ϣЦыЛЮϜ иϻк ϣϯЮϝЛв еЫгтм  

    

 



 
 
 

 

 

 
ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

 

1
0
0

4
1
0

1
4
1

0
1
4
Ễ

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0
  

ể Ệ ể
0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0
Ễ

4
1
0

1
4
1

0
1
4

0
0
1Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά1

ά2
ά3

ể
ể

άὲ 2
άὲ 1

άὲỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

                          (8)                             

=
6

h²
  

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

y1 2y2 + y3

y2 2y3 + y4

ể
ể

yn 3 2yn 2 + yn 1

yn 2 2yn 1 + yn Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 



 
 
 
  

: ϤϝТнЋв ϨыϪ ϝзтϹЮ рϜH,M,Y  ϩуϲ  

H  ϹЛϡЮϜ ев скм ЬϝϫвъϜ ϣТнУЋв : (n-2)×n 

M ϹЛϡЮϜ ев скм ЭукϝϯгЮϜ ϣТнУЋв : n×1 

Y ϹЛϡЮϜ ев скм ϥϠϜнϫЮϜ ϣТнУЋв:  (n-2)×1  

 ϝзтϹЮ ϱϡЊϒ   (n-2) ̮Ϡ ϣЮϸϝЛвnеууЛϧЮ еуϧуТϝЎϜ еуϧЮϸϝЛв пЮϜ Ϭϝϧϳж ЩЮϻЮ Ьнлϯв  

ЭвϜнЛЮϜ άiϢϹК пЯК ЭЋϳзЂ сЮϝϧЮϝϠм  ϣЯгϯЮϜ ЩЯϦ пЮϜ еуВϽІ ϣТϝЎϜ ЬмϝϳзЂ ϻϚϹзК  

  сϡуЛЫϧЮϜ етыϡЂ ЙϠϝϧЮ ИϜнжϒ   



 
 

 

 

 

-1-end point curvature adjusted spline  

 дв ыЪ дмЪт дϜ рϒ сжϝϪЮϜ ФϦІвЯЮ ϣтϸϲ АмϼІ ИмжЮϜ ϜϺк АϼϦІтά1,mὲ ϞтϦϼϦ ϢϸϝКϝϠ ϺϚϸжК Ϝϸмϸϲв 

 ϣЯвϮЮϜ8)  ϣтЮϝϦЮϜ ϣЯвϮЮϜ пЯК  ЬЊϲж (

                                                              

 )9( = 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

6

h2 (y1 2y2 + y3) m1

6

h2 y2 2y3 + y4

ể 
6

h2 (yn 3 2yn 2 + yn 1)

6

h2 yn 2 2yn 1 + yn mnỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

   

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

 

4
1
0

1
4
1

0
1
4
Ễ

0
0
0

0
0
0

0
0
0

  

ể Ệ ể
0
0
0

0
0
0

0
0
0
Ễ

4
1
0

1
4
1

0       
1      
4     Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά2

ά3

ể
ể
ể
άὲ 2
άὲ 1Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

    

ИϜмжϜ сϠтЛЪϦЮϜ  дтыϠЂ 



 
 

 

 

 

) пЯК ЭЋϳж рϒn-2) ̮Ϡ ϣЮϸϝЛв (n-2 ϣтϓϠ мϒ ЈмϝО ϣЧтϽГϠ ϝлЯϲ еЫгт ̪Ьнлϯв (

оϽ϶ϒ ϣЧтϽВ 

 Ьϝϫв1: АϝЧзЮϜ ев ϼϝгЮϜ сϡуЛЫϧЮϜ етыϡЂ ϹϮмϒ,(1,0.5),(2,2),(3,1.5)           )0,0( 

: еуВϽЇЯЮ ХЧϳгЮϜмὛᴂᴂ0 = 0.3  

Ὓᴂᴂ3 = 3.3          

 дϒ Еϲыж:ЭϳЮϜn=4м  

ὼ1 = 0 ,x2 = 1 ,x3 = 2 , x4 = 3                   

ώ1 = 0 ,ώ2 = 0.5 ,y3 = 2 ,y4 = 1.5             

      дϒ ϝгЪ ά1 = 0.3 , ά4 = 3.3 



 
 

 

 

 

 

 

 

сЮϝϧЮϜ ЭЫЇЮϜ йЮ днЫуЂ ϞнЯГгЮϜ ЙϠϝϧЮϜ:     

S(x)=

ί1(ὼ) = ὥ1 ὼ ὼ1
3 + ὦ1 ὼ ὼ1

2 + ὧ1 ὼ ὼ1 + Ὠ1  ;     ὼɴ [ὼ1,ὼ2]

ί2(ὼ) = ὥ2 ὼ ὼ2
3 + ὦ2 ὼ ὼ2

2 + ὧ2 ὼ ὼ2 + Ὠ2   ;    ὼɴ [ὼ2,ὼ3]

ί3 ὼ = ὥ3 ὼ ὼ3
3 + ὦ3 ὼ ὼ3

2 + ὧ3 ὼ ὼ3 + Ὠ3 ;   ὼɴ [ὼ3,ὼ4]

              

) сТнУЋгЮϜ ЭЫЇЮϜ пЯК ϸϝгϧКъϝϠ9Ϲϯж ( 

4 1
1 4

m2

m3
=

6

Ὤ2 ώ1 2ώ2 + ώ3 ά1

6

Ὤ2 ώ2 2ώ3 + ώ4 ά4

 

ϣуЮϝϧЮϜ ϣЯгϯЮϜ Эϲ ϝзуЯК рϒ 



 
 

 

 

 

 

 

4 1
1 4

m2

m3
=

6.3
15.3

                                 

 еуϧТнУЋгЯЮ ϣЛЂнгЮϜ ϣТнУЋгЮϜ ϻ϶ϓзЂ ЩЮϻЮ ̪ЭϳЮϜ ϸϝϯтъ ЈмϝО ϣЧтϽВ аϹϷϧЃзЂ

H,Y ϣЮϿϧϷв ϣϮϼϹв ϣТнУЋв пЮϜ ϝлЮнϳжм  

4 1
1 4

6.3
15.3

~
1 4
4 1

15.3
6.3

~
1 4
0 15

15.3
67.5

 

~
1 4
0 1

15.3
4.5

~
1 0
0 1

2.7
4.5

 

 йзвмά2 = 2.7 , ά3 = 4.5 ϝзтϹЮм  

ά1 = 0.3 , ά4 = 3.3 



 
 

 

 

 

 

) ϣЯгϯЮϜ пЯК ϸϝгϧКъϝϠ7:сЯт ϝгЪ ϤывϝЛгЮϜ ϞϝЃϲ ϝззЫгт ( 

ὥ1 =
m2 m1

6h
= 0.5                                   

ὦ1 =
ά1

2
= 0.15                                                           

 Ὠ1 = ώ1 = 0                                                

 ὧ1 =
ώ2 ώ1

Ὤ

ά2+ 2ά1

6
h=0.15                   

ὥ2 =
m3 m2

6h
= 1.2 , ὦ2 =

ά2

2
= 1.35, 



 
 

 

 

 

Ὠ2 = ώ2 = 0.5                                           

ὧ2 =
ώ3 ώ2

Ὤ

ά3 + 2ά2

6
Ὤ= 1.35 

ὥ3 =
m4 m3

6h
= 1.3 , ὦ3 =

ά3

2
= 2.25                                              

 Ὠ3 = ώ3 = 2                                                            

ὧ3 =
ώ4 ώ3

Ὤ

ά4+ 2ά3

6
h=0.5                                       

 йжвмS(x)=

ί1(ὼ) = 0.5ὼ³ 0.15ὼ2 + 0.15ὼ  ;   ὼɴ 0,1                                                   

ί2(ὼ) = 1.2 ὼ 1 3 + 1.35 ὼ 1 2 + 1.35 ὼ 1 + 0.5 ;    ὼɴ [1,2]

ί3 ὼ = 1.3 ὼ 2 3 2.25 ὼ 2 2 + 0.5 ὼ 2 + 2 ;   ὼɴ 2,3           

               

 

 

 





 
 

 

 

 

 

 Ьϝϫв2: сϡуЛЫϧЮϜ етыϡЂ ЙϠϝϦ ϹϮмϒS(x)АϝЧзЮϜ ев ϼϝгЮϜ 

,(2,3),(3,4),(4,3),(5,4) )1,1̮Ю ХЧϳгЮϜм( 

Ὓᴂᴂ1 = 2   ,   Sᴂᴂ5 = 2 

дϒ Еϲыж:ЭϳЮϜn=5 , h=1    ά1 = 2 ,m5 = 2, 

) ϣЯгϯЮϜ пЯК ϸϝгϧКъϝϠ ϻϚϹзК9 пЯК ЭЋϳж( 

4 1 0
1
0

4
1

1
4

m2

m3

m4

=
8
12

14
 

 



 
 ϸϮж ϣЯвϮЮϜ иϺк ЬϲϠм 

m2 = 1.03 , m3 = 3.9 , m4 = 4.5                

) ϤϝЦыЛЮϜ дв ϢϸϝУϦЂъϝϠ7 ЙϠϝϦЮϜ дмЪт( 

S(x)=

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứί1 ὼ = 0.5 ὼ 1 3 + ὼ 1 2 + 1.505 ὼ 1 + 1 ; ὼɴ [1,2]

ί2 ὼ = 0.48 ὼ 2 ³ 0.5 ὼ 2 2 + 2 ὼ 2 + 3 ; ὼɴ [2,3]

ί3 ὼ = 1.4 ὼ 3 3 1.95 ὼ 3 2 0.4 ὼ 3 + 4 ; ὼɴ [3,4]

ί4 ὼ = ὼ 4 3 + 2.25 ὼ 4 2 0.16 ὼ 4 + 3  ; ὼɴ [4,5]

 

 





 
 
 

 

 

-2) сЛуϡГЮϜ етыϡЂ -natural spline( 

 ев ϣЊϝ϶ ϣЮϝϲ ϽϡϧЛт-1 - БЧж ϹзК ϝвмϹЛв сжϝϫЮϜ ХϧЇгЮϜ днЫт дϒ АϽϧЇт йжц

 рϒ ϤϝтϝлзЮϜά1 = mn = 0 

 ϣТнУЋгЮϜ ев Ͻу϶цϜм ЬмцϜ ϸнгЛЮϜ Рϻϲ пЮϜ рϸϕт АϽЇЮϜ Ϝϻк дϜ H ̮Ю еуЯϠϝЧгЮϜм

ά1 = 0,mn = 0  ϣТнУЋгЮϜ ев M сТнУЋгЮϜ ЭЫЇЮϜ пЯК ЭЋϳзЂ ϝкϹзКм

сЮϝϧЮϜ 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

 

4
1
0

1
4
1

0
1
4
Ễ

0
0
0

0
0
0

0
0
0

  

ể Ệ ể
0
0
0

0
0
0

0
0
0
Ễ

4
1
0

1
4
1

0       
1      
4     Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά2

ά3

ể
ể
ể
άὲ 2
άὲ 1Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

= 
6

Ὤ²
 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

(y1 2y2 + y3)

y2 2y3 + y4

ể
ể

(yn 3 2yn 2 + yn 1)

yn 2 2yn 1 + yn Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

)10( 

ϤϝтϝлзЮϜ БЧж Ϭϼϝ϶ буЧϧЃв БϷЪ етыϡЂ ЙϠϝϦ ϹтϹгϦ пЮϜ АϽЇЮϜ Ϝϻк рϸϕуЂ ϝгЪ  

 

  



 
 

 

 

 

-Ьϝϫв1- АϝЧзЮϜ ев ϼϝгЮϜ етыϡЂ ЙϠϝϦ ϹϮмϒ 

,(1,0.5),(2,2),(3,1.5),(4,1))0,0АмϽЇЯЮ ХЧϳгЮϜм( 

Ὓᴂᴂ0 = 0   ,   Sᴂᴂ4 = 0 

 АϝЧзЮϜ ϸϹК дϒ ϝгϠ:ЭϳЮϜn=5м h=1м  

ὼ1 = 0 ,x2 = 1 ,x3 = 2 , x4 = 3                   

ώ1 = 0 ,ώ2 = 0.5 ,y3 = 2 ,y4 = 1.5             

 x5 = 4 ,y5 = 1 

 ЙϠϝϧЮϜ ϻϚϹзКS(x)сЮϝϧЮϜ ЭЫЇЮϜ йЮ  

S(x)=

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ
ί1 ὼ = ὥ1 ὼ 0 3 + ὦ1 ὼ 0 2 + ὧ1 ὼ 0 + Ὠ1 ;   ὼɴ 0,1

ί2 ὼ = ὥ2 ὼ 1 3 + ὦ2 ὼ 1 2 + ὧ2 ὼ 1 + Ὠ2 ;   ὼɴ 1,2

ί3 ὼ = ὥ3 ὼ 2 3 + ὦ3 ὼ 2 2 + ὧ3 ὼ 2 + Ὠ3 ;   ὼɴ 2,3

ί4 ὼ = ὥ4 ὼ 3 3 + ὦ4 ὼ 3 2 + ὧ4 ὼ 3 + Ὠ4 ;   ὼɴ 3,4

 



 
 

дϒ ϝгϠά1 = m5 = 0  ϤывϝЛгЮϜ ϸϝϯтъ ЩЮϻЮ сЛуϡГЮϜ етыϡЂ аϝвϒ ϝзжϓТ  

άi  ; i = 2,3,4  

) ϣуТнУЋгЮϜ ϣЯгϯЮϜ пЯК ϹгϧЛзЂ10 ϣуЮϝϧЮϜ ϣЯгϯЮϜ пЯК ЭЋϳзЂ ϝлзвм ( 

6

Ὤ2

ώ1 2ώ2 + ώ3

ώ2 2ώ3 + ώ4
ώ3 2ώ4 + ώ5

   =
4 1
1
0

4
1

0
1
4

ά2

m3

m4

 

 ϣЯгϯЮϜ Эϲ ϝзуЯК рϒ 

 

4 1
1
0

4
1

0
1
4

ά2

m3

m4

=
6
12
0

   

 ϣуЮϝϧЮϜ ϣЛЂнгЮϜ ϣТнУЋгЮϜ ϻ϶ϓзЮ 

4 1
1
0

4
1

0
1
4

6
12
0

 



 
 

 

 

 

4 1
1
0

4
1

0
1
4

6
12
0

 

  

 

 ϣуЮϝϧЮϜ ϣЮϿϧϷгЮϜ ϣϮϼϹгЮϜ ϣТнУЋгЮϜ пЯК ЭЋϳзТ ϣтϽГЂ ϤытнϳϦ ϝлуЯК рϽϯжм 

1 0
0
0

1
0

0
0
1

2.46
3.85

0.9625
 

дϒϹϯж йзвмά2 = 2.46 ,ά3 = 3.85 , 

ά4 = 0.9625  

) ϣЯгϯЮϜ пЯК ϸϝгϧКцϝϠ7ЭЋϳж( 

ὥ1 =
m2 m1

6h
= 0.4                                   ὦ1 =

ά1

2
= 0                                                        

  Ὠ1 = ώ1 = 0                                                                          

 ὧ1 =
ώ2 ώ1

Ὤ

ά2+ 2ά1

6
h=0.1                   

 



 
 
 

 

 

ὥ2 =
m3 m2

6h
= 1.05 , ὦ2 =

ά2

2
= 1.23,  

Ὠ2 = ώ2 = 0.5                                           

ὧ2 =
ώ3 ώ2

Ὤ

ά3 + 2ά2

6
Ὤ= 1.32 

ὥ3 =
m4 m3

6h
= 0.8, ὦ3 =

ά3

2
= 1.925     Ὠ3 = ώ3 = 2          

ὧ3 =
ώ4 ώ3

Ὤ

ά4+ 2ά3

6
h=0.62         

ὥ4 =
m5 m4

6h
= 0.16, ὦ4 =

ά4

2
= 0.48  ̪    Ὠ4 = ώ4 = 1.5      

ὧ4 =
ώ5 ώ4

Ὤ

ά5+ 2ά4

6
h=-0.8 

 ЙϠϝϦЮϜ сЮϝϦЮϝϠмS(x) сЮϝϦЮϜ ЬЪІЮϜ йЮ  

S(x)=

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ
ί1 ὼ = 0.4ὼ3 + 0.1ὼ                                                                       ;   ὼɴ 0,1

ί2 ὼ = 1.05 ὼ 1 3 + 1.23 ὼ 1 2 + 1.32 ὼ 1 + 0.5 ;   ὼɴ 1,2

ί3 ὼ = 0.8 ὼ 2 3 1.925 ὼ 2 2 + 0.62 ὼ 2 + 2       ;   ὼɴ 2,3

ί4 ὼ = 0.16 ὼ 3 3 + 0.48 ὼ 3 2 0.82 ὼ 3 + 1.5 ;   ὼɴ 3,4

 





 
 

 

 

-Ьϝϫв2- ЙϠϝϧЮϜ сТнϧЃт рϻЮϜ сЛуϡГЮϜ сϡуЛЫϧЮϜ етыϡЂ ϹϮмϒf(x)=
1

ὼ
 ϹЧЛЮϜ ϹзК ὼ1 = 1 

ὼ1 = 1 ,x2 = 2 ,x3 = 3 , x4 = 4 

 дϒ Еϲыж: ЭϳЮϜh=1,n=4 

ώ1 = 1,y2 =
1

2
 ,y3 =

1

3 
 ,y4 =

1

4
  

дϒ ϝгϠS(x) ) ϣЯгϯЮϜ пЯК ϹгϧЛзЂ ЩЮϻЮ сЛуϡГЮϜ етыϡЂ нк 10пЯК ЭЋϳзТ( 

m2

m3
=

6

Ὤ2  
ώ1 2ώ2 + ώ3

ώ2 2ώ3 + ώ4
          

4 1
1 4
 

 ϩуϲά1 = m4 = 0 

 



 
 

 

 

 

 

 пЯК ЬЊϲж ЌтмЛϦЮϝϠ
m2

m3
= 6

1

3
1

12

   
4 1
1 4
 

дϒ ϸϮж ЬϲЮϝϠмm3 = 0 m2 =
1

2
 , 

) ϣЯвϮЮϜ пЯК ϸϝвϦКъϝϠ7ϸϮж( 

ὥ1=0.08 ,ὦ1 = 0,ὧ1 = 0.58 ,Ὠ1 = 1 

ὥ2= 0.08 ,ὦ2 = 0.25,ὧ2 = 0.33 , 

 Ὠ2 = 0.5 

ὥ3=0 ,ὦ3 = 0,ὧ3 = 0.08 ,Ὠ3 = 0.33 

 ϞмЯАвЮϜ ЙϠϝϦЮϜ сЮϝϦЮϝϠм 

S(x)=

ί1(ὼ) = 0.08 ὼ 1 3 0.58 ὼ 1 + 1                                        ;ὼɴ [1,2]

ί2(ὼ) = 0.08 ὼ 2 3 + 0.25 ὼ 2 2 0.33 ὼ 2 + 0.5 ;    ὼɴ [2,3]

ί3 ὼ = 0.08 ὼ 3 + 0.33                                                            ;   ὼɴ 3,4

 

 





 
 

 

 

-3 -parabolic runout spline 

 днЫт дϒ ИнзЮϜ Ϝϻк АϽϧЇтά1 =  m2  

άn =  mn 1 Йв Ͻу϶цϜ ϸнгЛЮϜм сжϝϫЮϜ Йв ЬмцϜ ϸнгЛЮϜ ЙгϮ пЮϜ рϸϕуЂ АϽЇЮϜ Ϝϻкм 

) ϣЯгϯЮϜ сТ йЯϡЦ рϻЮϜ ϸнгЛЮϜ8 ϣуЮϝϧЮϜ ϣЯгϯЮϜ пЯК ЭЋϳзТ( 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

 

5
1
0

1
4
1

0
1
4
Ễ

0
0
0

0
0
0

0
0
0

  

ể Ệ ể
0
0
0

0
0
0

0
0
0
Ễ

4
1
0

1
4
1

0       
1      
5     Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά2

ά3

ể
ể
άὲ 2

άὲ 1Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 = 
6

Ὤ²
 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

(y1 2y2 + y3)

y2 2y3 + y4

ể
ể

(yn 3 2yn 2 + yn 1)

yn 2 2yn 1 + yn Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

          (11) 

ев ϤывϝЛгЮϜ пЯК ЭЋϳж ϝлЯϳϠά2  пϧϲм άn 1 

 ЙϠϝϧЮϜ сзϳзв дыЛϯт дϝЧϠϝЃЮϜ дϝВϽЇЮϜ дϖS(x)ϤϝтϝлзЮϜ БЧж ϹзК ϙТϝЫв ЙГЦ  

 ϣуЂцϜм ϣтϼмϹЮϜ ϤϝжϝуϡЯЮ ϹуУв етыϡЃЮϜ ев ИнзЮϜ Ϝϻкм 

 



 
 

 

 


