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 ϣЯЂЯЂϦвϤϝϠтϮ йттϼмТ 

 ϣЯЂЯЂϦвϤϝϠтϮϦ йттϼмТ 

 ϣЯЂЯЂϦвйттϼмТ 



 :ϣт϶тϼϝϦ ϣвϸЧв 

) йттϼмТ РтϾмϮ1768 ï 1830 ̭ϝвЯК м дттЂжϼУЮϜ дт϶ϼϔвЮϜ аДКϒ дв ϸϲϜм мк (

 м ϤϝтЎϝтϼЮϜ Ѐϼϸт ϱϠЊϒ м ̪ϣтϼЪЂЛЮϜ ϣЂϼϸвЮϜ дв РϼІЮϜ ϣϮϼϸϠ Ϭϼ϶Ϧ ̪ϤϝтЎϝтϼЮϜ

 иϼвК16 иϼвК м ЀтϼϝϠ сТ ϣтЯЪ пЮϖ аЎжϜ ̪ϣжЂ 27 ϣтвтϸϝЪц аϝЛЮϜ дтвцϜ дϝЪ ̪ϣжЂ 

 амЯЛЮϜ1816 аϝК дмϝЛв м 1817 м ϭжϜϼОъ ЬϪв йЮϝЦ ϝвϠ дмвЯЂт ъ ϼϪЪ дтЎϼϝЛв йЮ ̪ 

 пЮϖ аϮϼϦϦ аЮ йϦϝТϝІϦЪϜ дЪЮ м ̪ оϼ϶цϜ ϢϼтϠЪЮϜ ϤϝтЊ϶ІЮϜ дв ϼтϪЪЮϜ м дмЂϜмϠ м ЀыϠъ

 аϝК пϦϲ ϣтϾтЯЪжъϜ1878.  



 ϬϝϦϲϜ ϝвϸжК ϢϼϜϼϲЮϜ ЬтЊмϦ сТ ϣЮϓЂв Ьϲ Ьмϝϲт йттϼмТ сЂжϼУЮϜ ϤϝтЎϝтϼЮϜ аЮϝК дϝЪ

 иϺлЮ ЬвϝІЮϜ атвЛϦЮϜ м ̪аϝвϦЮϜ ϞмтϮ м ϞмтϮЮϜ дв ϣтϚϝлж ъ ϣЯЂЯЂϦвЪ ЙϠϝϦ дК ϼтϠЛϦЯЮ

. ϣКмжϦв ϤϝЧтϠАϦ пЮϖ оϸϒ ϣЧтϼАЮϜ 

 аϝК сТ м1807 ϢϼϜϼϲЮϜ ЙтϾмϦ ЬтϪвϦ сТ ϸтУϦЂ сϦЮϜ м ϣтϠтϮ ϣтϪЯϪв ϣЯЂЯЂϦв йттϼмТ ϸϮмϒ 

 ϣвϝлЮϜ йϦϮЮϝЛв аОϼ м ̪ЬЪІЮϜ ϜϺк дв ϣЯЂЯЂϦвϠ ЬϪвϦ ϣтϼмϸ ϢϼϝІϖ рϒ дϒ пКϸϜ м ̪аЂϮ сТ

 м ̪йУЯ϶ ϝлЪϼϦ сϦЮϜ ϣтЂϝЂцϜ ϼϝЪТцϜ дв ϸтϸЛЮϜ ϜмУІЪтЮ дмϼ϶ϐ ̭ϝϮ ϸЧТ ̪ИмЎмвЮϜ ϜϺлЮ

 аϝК йтЯ϶ϼтϸ ̭ϝϮ м ̪ϣЧтЦϸ ϼтО ϤЮϜϾ ϝв ϣтЎϝтϼЮϜ йттϼмТ ϭϮϲ дЪЮ1829 ЙЎт сЪЮ 

. йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦвϠ ϝлЯтϪвϦ дЪвт сЪЮ ϣтϼмϸЮϜ ϢϼϝІшϜ пЯК ̯ϝАмϼІ 



V :йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв: ̯ъмϒ 

1-1:ϣвϸЧв( 

 аϝК сТ1807 дϝЪ ϝвϸжК ШЮϺ ма̪лв сЎϝтϼ ЬϜϔЂ йттϼмТ РтϾмϮ ϰϼА 

:мк ЬϜϔЂЮϜ м ̪ ϣтϼϜϼϲЮϜ АмϼІЮϜ ϣЮϓЂв Ьϲ Ьмϝϲт 

 ϝв ϣЮϜϸ ЬтϪвϦ дЪвт Ьк-Ὢ(ὼ) пАЛϦ сϦЮϜ м ̪ йттϼмТ ϤϝϠтϮЮ ϣЯЂЯЂϦв ϣПтЊϠ 

   :ϣтЮϝϦЮϜ ϣПтЊЮϝϠ 

В ὥὲsin(
ὲ“ὼ

ὰ
)Њ

n= 1  ; 0 < ὼ< ὰ  ȣȣ(1.1) 

 ϣЮϜϸЮϜ ЬтϪвϦ дв ϝΖжЪвϦ ϝжжϒ ЬЛУЮϝϠ ϝжЎϼϦТϜ ϜϺϖ :мк сжϝϪЮϜ ЬϜϔЂЮϜ м

Ὢ(ὼ) ϣЯЂЯЂϦв ϤывϝЛв ϞЂϲж РтЪТ йттϼмУЮ ϤϝϠтϮЮϜ ϣЯЂЯЂϦвϠ 

 йттϼмУЮ ϤϝϠтϮЮϜ(ὥὲ).  



(1-2:йттϼмТ ϤывϝЛв ϸϝϮтϖ : 

 ϣЦыЛЮϜ дϒ ЌϼУжЂ ϝжжϒ рϒ.сжϝϪЮϜ ЬϜϔЂЮϜ Йв ̯ъмϒ ЬвϝЛϦжЮ(1.1) 

 ϤывϝЛвЮϜ ϸϝϮтш мϣ̪ϲтϲЊ(ὥὲ) ϣЦыЛЮϜ сТϼА ϞϼЎж (1.1) ̮Ϡ 

sin(
ά“ὼ

ὰ
) Ϩтϲ m дв ϣϮϦϝжЮϜ ϣЦыЛЮϜ сТϼА ЬвϝЪж аϪ ̪ϱтϲЊ ϸϸК 

0 пЮϖ ὰ:ϸϮжТ ̪  

᷿Ὢ(ὼ) sin(
ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ = В ὥὲ᷿sin(

ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
sin(

ὲ“ὼ

ὰ
)ὨὼЊ

n=1  ΧόмΦ2)  

:дϒ ϤϝϪЯϪвЮϜ дтжϜмЦ ϞЂϲ ϝжтϸЮ дЪЮм 

sin(ὥ) sin(ὦ) = 1/ 2[cos ὥ ὦ cos ὥ+ ὦ] 

 ϣЦыЛЮϜ дв двтцϜ РϼАЮϜ ϱϠЊт сЮϝϦЮϝϠ м(1.2):ЬЪІЮϝϠ  



Iάὲ=  ᷿ sin(
ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
sin(

ὲ“ὼ

ὰ
)Ὠὼ 

        = 1/ 2᷿cos(
ά“ὼ

ὰ

ὲ“ὼ

ὰ
)Ὠὼ

ὰ

0
 1/

2᷿cos(
ά“ὼ

ὰ
+
ὲ“ὼ

ὰ
)Ὠὼ

ὰ

0
 

        = 1/ 2᷿cos(
(ά ὲ)“ὼ

ὰ
)Ὠὼ

ὰ

0
 1/

2᷿cos(
(ά+ὲ)“ὼ

ὰ
)Ὠὼ

ὰ

0
 

 = 1/ 2[
sin [

ά ὲ“ὼ

ὰ
]

ά ὲ“

ὰ

]
0

ὰ

 1/ 2[
sin [

ά+ὲ“ὼ

ὰ
]

ά+ὲ“

ὰ

]
0

ὰ

 

:сЮϝϦЮϜ ЬЪІЮϝϠ ϤϝϠтϮЯЮ ϸвϝЛϦЮϜ ϣЦыК пЯК ЬЊϲж сЮϝϦЮϝϠ м 



Iάὲ=  (ὰ/  άὲ ȣȣ(1.3)‏(2

:Ϩтϲ     ‏άὲ=
1     Ḋά= ὲ
0     Ḋά ὲ

                                                              
 ϤжϝЪ ϜϺϖ йжϒ Ϩтϲ-ά= ὲ:дϗТ  

 

Iάά =  ᷿ [sin(
ά“ὼ

ὰ
)]2Ὠὼ

ὰ

0
 = 1/ 2᷿[1 cos(

2ά“ὼ

ὰ
)]Ὠὼ

ὰ

0
 = ὰ/ 2 

  ϤжϝЪ ϜϺϖ ϝвϒ-ά ὲ дϒ ϝвϠ м ̪ m  мn  дϗТ ϣϲтϲЊ ϸϜϸКϒά ὲ м ά+ ὲ дтϸϸК ϝвк 

:дϒ ϸϮж сЮϝϦЮϝϠ м ̪дтϲтϲЊ 

Iάὲ=  1/ 2[
sin [

ά ὲ“ὼ

ὰ
]

ά ὲ“

ὰ

]
0

ὰ

 1/ 2[
sin [

ά+ὲ“ὼ

ὰ
]

ά+ὲ“

ὰ

]
0

ὰ

 

        = (
1

2
)

sin [
ά ὲ“ὰ

ὰ
]

ά ὲ“

ὰ

 (
1

2
)
ίὭὲ(0)

ά ὲ“ὰ
  

        [(
1

2
)

sin [
ά+ὲ“ὰ

ὰ
]

ά+ὲ“

ὰ

 (
1

2
)
ίὭὲ(0)
ά+ὲ“

ὰ

] 



        = [(
1

2
)

sin [ ά ὲ“]
ά ὲ“

ὰ

0] ɀ[(
1

2
)

sin [(ά+ὲ)“]
ά+ὲ“

ὰ

] = 0 

  ϣЦыЛЮϜ ЌтмЛϦϠ м дфϜ м(1.3) ϣЦыЛЮϜ сТ (1.2):ϸϮж  

 

᷿Ὢ(ὼ) sin(
ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ = В ὥὲ(

ὰ

2
άὲ‏(

Њ
n= 1  = (

ὰ

2
)ὥά 

= ὥ0(
ὰ

2
)ά0 +ὥ1‏(

ὰ

2
+ ά1‏( Ễ+ 

+ὥά(
ὰ

2
+άά +ὥά‏( 1

ὰ

2
ά‏ ά+ 1  + Ễ 

= 0 + 0 + Ễ+  ὥά
ὰ

2
(1) + 0 + Ễ = (

ὰ

2
)ὥά 

:ϝжтϸЮ ϱϠЊϒ сЮϝϦЮϝϠ м  ᷿ Ὢ(ὼ) sin(
ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ = (

ὰ

2
)ὥά                         

 ϱтϲЊ ϸϸК рϒ ЬϮϒ дв йжϗТ сЮϝϦЮϝϠ мά:ϝжтϸЮ  



ὥά =  (
2

ὰ
) ᷿Ὢ(ὼ) sin(

ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ ȣȣ(1.4) 

 

 ϣЦыЛЮϜ дϖ(1.4):ϝжтАЛϦ  

 
ὥ1 =  (

2

ὰ
) ᷿Ὢ(ὼ) sin(

“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ 

ὥ2 =  (
2

ὰ
) ᷿Ὢ(ὼ) sin(

2“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ 

ὥ3 =  (
2

ὰ
) ᷿Ὢ(ὼ) sin(

3“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ 

      ȣȣȣ 

(1.3:ЬϝϪв : 

ϣЮϜϸЮϜ ЬΘϪвὪὼ = 100  ЬϝϮвЮϜ пЯК йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ 0 < ὼ< ὰ .  

V :ЬϲЮϜ 



:ϝжтϸЮ В ὥὲsin(
ὲ“ὼ

ὰ
)Њ

n= 1  ; 0 < ὼ< ὰ                                                     

  йттϼмТ ϤывϝЛв м(ὥὲ):ϣЦыЛЮϝϠ пАЛϦ  

ὥὲ=  (
2

ὰ
) ᷿Ὢ(ὼ) sin(

ὲ“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ 

      = (
2

ὰ
) ᷿100 sin(

ὲ“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ = (

200

ὰ
) (

cos
ὲ“ὼ

ὰ
ὲ“

ὰ

)
0

ὰ

 

      =
200

ὲ“
cos

ὲ“ὼ

ὰ 0

ὰ

 =
200

ὲ“
cos

ὲ“ὰ

ὰ
cos 0 

      =
200

ὲ“
cos ὲ“ 1  =

0              ,    сϮмϾ ὲ
400

ὲ“
        ,     рϸϼТ ὲ

  



 дϝЪ ϜϺϖ :дц ШЮϺ мn   :дϗТ ̪ сϮмϾ cos ὲ“ = 1                                             

 :сЮϝϦЮϝϠ мὥὲ=  
200

ὲ“
(1 1) = 0                                                        

 дϝЪ ϜϺϖ ϝвϒn :дϗТ ̪ рϸϼТ cos ὲ“ = 1                                                      

 :дϒ ϸϮж йжв мὥὲ=  
200

ὲ“
( 1 1) = (

400

ὲ“
)                                       

 ϤжϝЪ ϜϺϖ йжϒ ϝжтϸЮ ϭϦжт ШЮϺЮ0 < ὼ< ὰ:дмЪт  

100 =  В ὥ2ὲ 1 sin(
(2ὲ 1)“ὼ

ὰ
)Њ

n= 1  = В (
400

2n 1 ʌ
) sin(

(2ὲ 1)“ὼ

ὰ
)Њ

n= 1 

       =
400

2n 1 ʌ
[sin

“ὼ

ὰ
+ sin

3“ὼ

ὰ
+ sin

5“ὼ

ὰ
 + Ễ] 

   =
400

ʌ
 [(sin

“ὼ

ὰ
/ 1) + (sin

3“ὼ

ὰ
/ 3) + (sin

5“ὼ

ὰ
/ 5) + Ễ 



V  :ϣДϲыв ϝжϺ϶ϒ аЂϼЮϜ сТὰ= 1.  

ЬЪІЮϜ-(1-1) ЙϠϝϦЮϜ аЂϼ Ὢ(ὼ)йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дв ϸϲϜм ϸϲϠ йЯтϪвϦ м  

 

ЬЪІЮϜ(1-1) 



ЬЪІЮϜ-(1-2) ЙϠϝϦЮϜ аЂϼ Ὢ(ὼ).йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дв дтϸϲϠ йЯтϪвϦ м  

 

ЬЪІЮϜ(1-2) 



ЬЪІЮϜ-(1-3) ЙϠϝϦЮϜ аЂϼ Ὢ(ὼ).йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дв ϸмϸϲ ϣϪыϪϠ йЯтϪвϦ м  

 

ЬЪІЮϜ-(1-3) 



ЬЪІЮϜ-(1-4) ЙϠϝϦЮϜ аЂϼ Ὢ(ὼ)̮Ϡ йЯтϪвϦ м 15.йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дв ϸϲ  

ЬЪІЮϜ-(1-4) 



ЬЪІЮϜ-(1-5) ЙϠϝϦЮϜ аЂϼ Ὢ(ὼ)̮Ϡ йЯтϪвϦ м 100.йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дв ϸϲ 

 

ЬЪІЮϜ(1-5) 



ЬЪІЮϜ-(1-6) ЙϠϝϦЮϜ аЂϼ Ὢ(ὼ).йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ йЯтϪвϦ м  

 

ЬЪІЮϜ(1-6) 
-  м ̪ РϜϼАцϜ ϸжК ϼлДϦ ЀϠтϮ ϢϼкϝД дϒ РтЪ ϣЧϠϝЂЮϜ ЬϝЪІцϜ Ьы϶ дв Дϲыж

.йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ ϞтϼЧϦЮϜ ϘмϝЂв ϼϠЪϒ дв ск 



V :ФтϠАϦ 

 ϣЮϜϸЮϜ ЬтϪвϦ ϝжЛАϦЂϜ РтЪ ФϠϝЂЮϜ ЬϝϪвЮϜ сТ ϝжтϒϼὪὼ = 100 ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ 

:сЮϝϦЮϜ ЬЪІЮϝϠ йттϼмТ 

100 =
400

ʌ
 [(sin

“ὼ

ὰ
/ 1)+(sin

3“ὼ

ὰ
/ 3)+(sin

5“ὼ

ὰ
/ 5)ҌΧ] 

 Ϩтϲ0 < ὼ< 1 ЙЎжЮ м ̪ 
ὼ

ὰ
= (

1

2
):ϸϮжТ ϣЧϠϝЂЮϜ ϣЦыЛЮϜ сТ  

100 =
400

ʌ
 [sin

“

2
+ (sin

3“

2
/ 3) + (sin

5“

2
/ 5) + Ễ] 

               “=
400

100
 (1

1

3
+

1

5

1

7
+

1

9
Ễ) 

               “=
400

100
(1

1

3
+

1

5

1

7
+

1

9
Ễ) 

               “= 4(1
1

3
+

1

5

1

7
+

1

9
Ễ)     ȣȣ(1 6) 



 дтϠ ϣЦыЛЮϜ иϺк дϖ“ аϝК ϤУІ̳ϦЪϜ ̪ ϣтϸϼУЮϜ ϸϜϸКцϜ м 1673.ϾжϠтЮ аЮϝЛЮϜ ЬϠЦ дв  

 ϣЦыЛЮϜ дв двтцϜ РϼАЮϜ пЮϖ ϼϪЪϒ ϸмϸϲ ϣТϝЎϗϠ м(1-6) ϞϼЧж дϒ ЙтАϦЂж “ пЮϖ 

.ϣϠмЯАвЮϜ ϣЦϸЮϜ 
(1-4̮ЮϜ ЬтϪвϦ :cosine :йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ  

 ϣтвтϸϝЪϒ пЮϖ йттϼмТ ϤыЂЯЂϦв м ϣтϼϜϼϲЮϜ АмϼІЮϜ ЬϚϝЂв дК йϪϝϲϠϒ йттϼмТ аϸЦ ϝвϸжК

 аϝК ЀтϼϝϠ1807 м ̪ йттϼмТ ϤыЂϝЂϦв аϜϸ϶ϦЂϜ ϢϼЪТ ϭжϜϼОъ м ЀыϠъ ЌϼϝК ̪ 

 ̮ЮϜ ЬтϪвϦ ϢϼЪТ пЯК ФТϜмт аЮ ЀыϠъ дϗТ ϸтϸϲϦЮϝϠcosine. ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ  

 Ϻ϶ϓжЮ дфϜ-Ὢὼ = cos(ὼ) ЬтϪвϦ ЬмϝϲжЮ м ̪ Ὢ(ὼ) пЯК йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ 

 ЬϝϮвЮϜ0 < ὼ< “ ϣЮϜϸЯЮ йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дϒ Ϩтϲ .Ὢ(ὼ)  : ϣЦыЛЮϝϠ пАЛϦ  

В ὥὲsin(
ὲ“ὼ

ὰ
)Њ

n= 1                                                                          

:ϣЦыЛЮϝϠ пАЛϦ ϣЯЂЯЂϦвЮϜ иϺк ϤывϝЛв ϣПтЊ дϒ ϝвЪ 



ὥὲ=  (
2

“
) ᷿Ὢ(ὼ) sin(ὲὼ)
“

0
Ὠὼ=  (

2

“
) ᷿ cos(ὼ) sin(ὲὼ)
“

0
Ὠὼ 

 дϒ Ϩтϲὲ= 0,1,2,ȣȣ.  

:ϣтЮϝϦЮϜ ϣЧϠϝАϦвЮϜ ϝжтϸЮ дЪЮ м 

2 cos ὥsin ὦ = sin (ὥ+ ὦ) ɀsin (ὥ ὦ) 

:ЬЪІЮϝϠ ФϠϝЂЮϜ ЬвϝЪϦЮϜ ϣϠϝϦЪ ЙтАϦЂж сЮϝϦЮϝϠ м 

ὥὲ=  

4ὲ

“ὲ2 1
          ;   сϮмϾ ὲ

0                    ;    рϸϼТ ὲ
 



                                 :дц ШЮϺ м(
2

“
) ᷿ cos(ὼ) sin(ὲὼ)
“

0
Ὠὼ ὥὲ= 

      = (
1

“
) ᷿ sin[ 1 + ὲὼ]
“

0
Ὠὼ (

1

“
) ᷿ sin[ 1 ὲὼ]
“

0
Ὠὼ 

      = (
1

“
) (

cos[ 1+ὲὼ]

1+ὲ
)

0

“

 + (
1

“
) (

cos[ 1 ὲὼ]

1 ὲ
)

0

“

 

      = [(
1

“1+ὲ
)cos[ 1 + ὲ“] + (

1

“1+ὲ
)cos(0)] 

      + [(
1

“1 ὲ
)cos[ 1 ὲ“] (

1

“1 ὲ
)cos(0)] 

      =
1

“1+ὲ
[ cos 1 + ὲ“+ 1] 

      +
1

“1 ὲ
[cos 1 ὲ“ 1] 



 дϝЪ ϜϺϗТ-ὲ:дϗТ ̪ рϸϼТ        cos[ 1 + ὲ“] = cos[ 1 ὲ“] = 1 

:дмЪϦ сЮϝϦЮϝϠ м ὥὲ=  
1

“1+ὲ
( 1 + 1)  +

1

“1 ὲ
(1 1) = 0    

 дϝЪ ϜϺϖ ϝвϒ-ὲ :дϗТ сϮмϾ cos[ 1 + ὲ“] = cos[ 1 ὲ“] = 1        

:дмЪϦ сЮϝϦЮϝϠ м ὥὲ=  
1

“1+ὲ
(1 + 1) +

1

“1 ὲ
( 1 1)                          

      =  
2

“1+ὲ
 

2

“1 ὲ
 =

2 1 ὲ 2(1+ὲ)

“1 ὲ2 

      =
2 2ὲ 2 2ὲ

“1 ὲ2  = [
4ὲ

“1 ὲ2 ] = [
4ὲ

“ὲ2 1
]  

:дϒ ϸϮж ШЮϺЮ cos ὼ =  В [
4ὲ

“ὲ2 1
sin ὲὼ]рϸϼТ ὲ  ; 0 < ὼ< “           

                   =
8

3“
sin 2ὼ +

16

15“
sin (4ὼ) + Ễ      ; 0 < ὼ< “ 



ЬЪІЮϜ-(1-7) ̮ЮϜ ЙϠϝϦ аЂϼcosine.йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дв ЬмцϜ ϸϲЮϝϠ йЯтϪвϦ м  

 

ЬЪІЮϜ(1.7) 



ЬЪІЮϜ-(1-7) ̮ЮϜ ЙϠϝϦ аЂϼcosine ̮Ϡ йЯтϪвϦ м 5.йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дв ϸмϸϲ  

 

ЬЪІЮϜ(1.7) 

 



ЬЪІЮϜ-(1-8) ̮ЮϜ ЙϠϝϦ аЂϼ cosine ̮Ϡ йЯтϪвϦ м 100.йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дв ϸϲ  

 

ЬЪІЮϜ(1-8) 



ЬЪІЮϜ-(1-9) ̮ЮϜ ЙϠϝϦ аЂϼ cosine.йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ йЯтϪвϦ м  

 

ЬЪІЮϜ(1-9) 



V :йттϼмТ ϤϝϠтϮϦ ϣЯЂЯЂϦв: ̯ϝтжϝϪ 

(2.1 :ϣвϸЧв 

 ϣЮϜϸ ЬтϪвϦ дЪвт РтЪ ϝжтϒϼ ФϠϝЂЮϜ аЂЧЮϜ сТὪ(ὼ) ϣЧтϼАЮϜ ЀУжϠ м ̪ йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ 

 ϣЮϜϸЮϜ ЬтϪвϦ дЪвтὪ(ὼ) ЬЪІЮϝϠ ШЮϺ м ̪йттϼмТ ϤϝϠтϮϦ ϣЯЂЯЂϦвϠ 

:сЮϝϦЮϜ В ὦὲcos(
ὲ“ὼ

ὰ
)Њ

n= 0  ; 0 < ὼ< ὰ  ȣȣ(2.1)                                     

(2.2 йттϼмТ ϤывϝЛв ϸϝϮтϖ (╫▪): 

 ϤывϝЛвЮϜ ϸϝϮтϖ ϝжжЪвт йжϗТ ̯ϝЧϠϝЂ ϝжЯЛТ ϝвЪὦὲ ϣЦыЛЮϜ сТϼА ϞϼЎϠ ШЮϺ м (2.1) ̮Ϡ 

cos(
ά“ὼ

ὰ
) Ϩтϲ ̪ ά дв ϣϮϦϝжЮϜ ϣЦыЛЮϜ сТϼА ϣЯвϝЪвϠ м ̪ ϱтϲЊ ϸϸК 0 пϦϲ ὰ ϸϮж 

:дϒ 
᷿Ὢ(ὼ) cos(

ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
Ὠὼ = В ὦὲ᷿cos(

ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
cos(

ὲ“ὼ

ὰ
)ὨὼЊ

n= 0  ΧόнΦнύ 

    :мк ϣЧϠϝЂЮϜ ϣЦыЛЮϜ дв двтцϜ РϼАЮϜ дϒ ϸϮж ϞϝЂϲЮϝϠ м 



Ὅάὲ=  ᷿ cos(
ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

0
cos(

ὲ“ὼ

ὰ
)Ὠὼ =

0              Ḋ  ά ὲ
ὰ

2
       Ḋ ά= ὲ 0

ὰ        Ḋ ά= ὲ= 0

 

:дϒ ϸϮж ЬмцϜ аЂЧЮϜ сТ ϝкϝжтϼϮϒ сϦЮϜ ϤϝϠϝЂϲЮϜ ЀУж ̭ϜϼϮϗϠ м 

᷿Ὢ(ὼ) cos(
ά“ὼ

ὰ
)Ὠὼ

ὰ

0
 = ὦάὍάὲ=  

ὦ0ὰ         Ḋ  ά= 0

ὦά
ὰ

2
       Ḋ  ά 0

 

 ϣЮϜϸЮϜ ЬтϪвϦ дϗТ сЮϝϦЮϝϠ мὪ(ὼ):ЬЪІЮϜ Ϻ϶ϓϦ йттϼмТ ϤϝϠтϮϦ ϣЯЂЯЂϦвϠ  

Ὢὼ =  В ὦὲcos(
ὲ“ὼ

ὰ
)Њ

n= 0  ; 0 < ὼ< ὰ 

:ϨтϲϠ 

ὦ0 =  
1

ὰ᷿
Ὢ(ὼ)Ὠὼ
ὰ

0
 

ὦὲ=  
2

ὰ᷿
Ὢ(ὼ)cos(

ὲ“ὼ

ὰ
)Ὠὼ

ὰ

0
     ;ὲ= 1,2,ȣȣ 



V :йттϼмТ ϤыЂЯЂϦв : ̯ϝϪЮϝϪ 

(3.1:ϣвϸЧв : 

 дтϦжϪъϜ ϭвϸжЂ дфϜ м ̪ йттϼмТ ϤϝϠтϮϦ м ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв ϝжІЦϝж дтЧϠϝЂЮϜ дтвЂЧЮϜ сТ

. йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦв ЬтЪІϦЮ 

(3.2:йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦв : 

 ЬϪв ϣЮϜϸ ЬтϪвϦ дфϜ ЬмϝϲжЮὪ(ὼ) ϼмϸЮϜ пЯК йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦвϠ 2ὰ ϣЯЂЯЂϦв пАЛϦ Ϩтϲ ̪ 

:ЬЪІЮϝϠ йттϼмТ 

Ὢὼ =  В [aὲsin
ὲ“ὼ

ὰ
Њ
n= 0  +ὦὲcos(

ὲ“ὼ

ὰ
)  ; ὰ< ὼ< ὰ  ȣ.(3.1) 

 дϝЪ ϜϺϗТὪ(ὼ) иϼмϸ м рϼмϸ 2ὰЬϮϒ дв ϸтϮ ЬтϪвϦЮϜ дϗТ ̱ϺϚϸжК  

 Њ< ὼ< Њ дЪт аЮ ϜϺϖ дЪЮ ̪ Ὢ(ὼ) ЬϝϮвЮϜ Ϭϼϝ϶ рϼмϸ ὰ< ὼ< ὰ дϒ мϒ Ὢ(ὼ) 

 ЬϝϮвЮϜ Ϭϼϝ϶ РϼЛв ϼтОὰ< ὼ< ὰ ЬϝϮвЮϜ двЎ АЧТ ϸтϮ ЬтϪвϦЮϜ дмЪт ̱ϺϚϸжК ̪ 

.ФϠϝЂЮϜ 

-  йттϼмТ ϤывϝЛв ϸϮмжЮ дфϜ мὥὲ м ὦὲ:ϣтЮϝϦЮϜ ϤϝЦыЛЮϜ дв ϸтУϦЂжЂ ϝкϸϝϮтш м ̪  



᷿ ίὭὲ(
ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

ὰ
ίὭὲ(

ὲ“ὼ

ὰ
)Ὠὼ =

0  Ḋά ὲ
ὰ  Ḋά= ὲ

    ȣȣ(3.2) 

᷿ cos(
ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

ὰ
cos(

ὲ“ὼ

ὰ
)Ὠὼ =

0          Ḋ ά ὲ
ὰ   Ḋά= ὲ 0
2ὰ Ḋά= ὲ= 0

    ȣȣ(3.3) 

᷿ ίὭὲ(
ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

ὰ
ὧέί(

ὲ“ὼ

ὰ
)Ὠὼ= 0    : ᶅ ά,ὲᶰὤ      ȣȣ(3.4) 

 ϤывϝЛвЮϜ ϞϝЂϲ ЙтАϦЂж ϣЧϠϝЂЮϜ ϤϝЦыЛЮϜ аϜϸ϶ϦЂϝϠ мὥὲ м  ὦὲ.  

-  ϣЦыЛЮϜ сТϼА ϞϼЎϠ дфϜ(3.1) ̮Ϡ ίὭὲ(
ά“ὼ

ὰ
) дв ϣϮϦϝжЮϜ ϣЦыЛЮϜ ϣЯвϝЪв м ̪ ɀὰ 

 пЮϖὰ:дϒ ϸϮж  

᷿ Ὢὼsin
ά“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ
 = В [ὥὲ᷿ ίὭὲ

ά“ὼ

ὰ

ὰ

ὰ
ίὭὲ

ὲ“ὼ

ὰ
ὨὼЊ

ὲ= 0 

+ὦὲ᷿ ίὭὲ(
ά“ὼ

ὰ
)

ὰ

ὰ
ὧέί(

ὲ“ὼ

ὰ
)Ὠὼ = ὥάὰ 

  :дϒ ϸϮж йжв мὥά =  
1

ὰ᷿
Ὢὼsin

ά“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ
     ;ά= 0,1,2,ȣ          



 ϸϝϮтш ϣЧтϼАЮϜ ЀУжϠ мὦά ϣЦыЛЮϜ сТϼА ϞϼЎж (3.1) ̮Ϡ ὧέί(
ὲ“ὼ

ὰ
) ϣЦыЛЮϜ ЬвϝЪж м 

 дв ϣϮϦϝжЮϜɀὰ пЮϖ ὰ:дϒ ϸϮж  

ὦά =  
1

ὰ᷿
Ὢὼcos

ά“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ
     ;ά= 1,2,ȣ 

ὦ0 =  
1

2ὰ᷿
ὪὼὨὼ

ὰ

ὰ
 

 ϣтϼмϸЮϜ ϣЮϜϸЮϜ ЬтϪвϦ дϒ ϸϮж ФϠЂ ϝвв мὪ(ὼ):ϣЦыЛЮϝϠ пАЛт йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦвϠ  

Ὢὼ =  В [aὲsin
ὲ“ὼ

ὰ
Њ
n= 0  +ὦὲcos(

ὲ“ὼ

ὰ
)  ; ὰ< ὼ< ὰ  ȣ.(3.5) 

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứὥὲ=

1

ὰ᷿
Ὢὼsin

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ

ὦ0 =
1

2ὰ᷿
ὪὼὨὼ

ὰ

ὰ

ὦὲ=
1

ὰ᷿
Ὢὼcos

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ

    ;ὲ= 1,2,ȣ            ȣȣ(3.5) 



):ЬϝϪв : 

(a)ϣЮϜϸЮϜ ЬϪв  Ὢὼ = 1  ЬϝϮвЮϜ пЯК йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦвϠ0 < ὼ< ὰ. 

(b)ϣЮϜϸЮϜ ЬϪв  Ὢὼ = 1  ЬϝϮвЮϜ пЯК йттϼмТ ϤϝϠтϮϦ ϣЯЂЯЂϦвϠ0 < ὼ< ὰ. 

(c)ϣЮϜϸЮϜ ЬϪв  Ὢὼ = 1  ЬϝϮвЮϜ пЯК йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦвϠ0 < ὼ< ὰ. 

:ЬϲЮϜ 

(a)  :ϝжтϸЮ Ὢίὼ =  В aὲsin
ὲ“ὼ

ὰ
Њ
n= 1                                                         

  :Ϩтϲὥὲ=
2

ὰ᷿
Ὢὼsin

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

0
 =

2

ὲ“
(1 cos ὲ“)               

 - ЬЪІЮϜ(3.1) ЙϠϝϦЮϜ аЂϼὪ(ὼ) ̮Ϡ йЯтϪвϦ м 50.йттϼмТ ϤϝϠтϮ ϣЯЂЯЂϦв дв ϸϲ  



ЬЪІЮϜ(3.1) 



(b)  :ϝжтϸЮ Ὢὧὼ =  В bὲcos
ὲ“ὼ

ὰ
Њ
n= 0                                                      

 :Ϩтϲὦ0 =
1

2ὰ᷿
ὪὼὨὼ

ὰ

ὰ
                                                                            

ὦὲ=  
2

ὰ᷿
Ὢὼcos

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

0
 
2

ὰ᷿
cos

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

0
 = 0 

 дϒ рϒὪὧὼ= ὦ0 = 1.АЧТ ϸϲϜм ϸϲ дв ϣУЮϔв  

(c)  :ϝжтϸЮ Ὢίὧὼ =  В [aὲsin
ὲ“ὼ

ὰ
Њ
n= 0  +ὦὲcos(

ὲ“ὼ

ὰ
)]                     

    :Ϩтϲ     

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứὥὲ=

1

ὰ᷿
Ὢὼsin

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ= 0

ὰ

ὰ

ὦ0 =
1

2ὰ᷿
ὪὼὨὼ= 1

ὰ

ὰ

ὦὲ=
1

ὰ᷿
Ὢὼcos

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ= 0

ὰ

ὰ

    ;ὲ= 1,2,ȣ      

 :дϒ ϣЮϝϲЮϜ иϺк сТ ДϲыжὪίὧὼ =  Ὢὧὼ =  Ὢὼ    ; ὰ< ὼ< ὰ           



 - ЬЪІЮϜ(3.2)  ЙϠϝϦЮϜ аЂϼὪ(ὼ).йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦвϠ йЯтϪвϦ м  

 - ЬЪІЮϜ(3.2) 



V :рϸЧЛЮϜ ЬЪІЮϝϠ йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦв : ̯ϝЛϠϜϼ 

:ЬЪІЮϝϠ ϝкϝжϺ϶ϒ дϒ ϸЛϠ ̪ йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦвЮ оϼ϶ϒ ϣПтЊ ЄЦϝжжЂ аЂЧЮϜ ϜϺк сТ 

Ὢὼ =  В [aὲsin
ὲ“ὼ

ὰ
Њ
n= 0  +ὦὲcos(

ὲ“ὼ

ὰ
)]  ; ὰ< ὼ< ὰ ȣ(4.1) 

:ϣЦыЛЮϝϠ пАЛϦ ϝлϦывϝЛв сϦЮϜ м 

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứὥὲ=

1

ὰ᷿
Ὢὼsin

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ

ὦ0 =
1

2ὰ᷿
ὪὼὨὼ

ὰ

ὰ

ὦὲ=
1

ὰ᷿
Ὢὼcos

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ

    ;ὲ= 1,2,ȣ         ȣȣ(4.2) 



 сϦЦыК сТ ϝжЮϸϠ ϜϺϖὥὲ м ὦὲ ЬЪ ὲ ̮Ϡ ὲ:дϒ ϸϮж  

ὥὲ=  
1

ὰ᷿
Ὢὼsin

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ
 

      =
1

ὰ᷿
Ὢὼsin

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ
 = ὥὲ 

ὦὲ=  
1

ὰ᷿
Ὢὼcos

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ
 

       =
1

ὰ᷿
Ὢὼcos

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ
 = ὦὲ 

                 :дϒ ϸϮж сЮϝϦЮϝϠ м
ὥὲ= ὥὲ
ὦὲ= ὦὲ

   ȣȣ(4.3)                          



 ϣЦыЛЮϜ ϞЂϲм дфϜ(4.3):ЬЪІЮϝϠ йттϼмТ ϣЯЂЯЂϦв ϣϠϝϦЪ ЙтАϦЂж  

Ὢὼ =  
1

2
В [aὲsin

ὲ“ὼ

ὰ
Њ
n= Њ  +ὦὲcos(

ὲ“ὼ

ὰ
)] 

                                                                   ;  ὰ< ὼ< ὰ    ȣȣ(4.4)  

 :Ϩтϲ
ὥὲ=

1

ὰ᷿
Ὢὼsin

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ

ὦὲ=
1

ὰ᷿
Ὢὼcos

ὲ“ὼ

ὰ
Ὠὼ

ὰ

ὰ

   ;  ὲ= Ễ, 2, 1,0,1,2,ȣ   

 ϣЦыЛЮϜ дϖ(4.4) :сЮϝϦЮϜ рϸЧЛЮϜ ЬЪІЮϝϠ ϞϦЪϦ дϒ дЪвт 

Ὢὼ =  В cὲe
inʌx/ LЊ

n= Њ        ;  ὰ< ὼ< ὰ  

   :ϨтϲϠ мcὲ=  
1

2ὰ᷿
Ὢ(ὼ)einʌx/ Lὰ

ὰ
Ὠὼ                                                            

 :ϼЮмϒ ϣЦыК аϸ϶ϦЂжЂ ШЮϺ дϝкϼϠЮ

eiʃ=  cos—+ Ὥsin—   ȣȣ(4.5) 



 ЬЪ ЬтϸϠϦϠ м— ̮Ϡ —:дϒ ϸϮж  

e iʃ=  cos— Ὥsin—   ȣȣ(4.6) 

 дтϦЦыЛЮϜ дв(4.5) м (4.6):дϒ ϸϮж  

cos—=
1

2
(eiʃ+ e iʃ)

sin—=
1

2
(eiʃ e iʃ)

       ȣȣ(4.7) 


